
Caratteristica di un campo

Sia F un campo e sia ϕF : Z −→ Z l’omomorfismo (di anelli) definito da

ϕ̃F (n) =

n volte︷ ︸︸ ︷
1F + · · ·+ 1F .

Dal I Teorema di omomorfismo si ha che esiste un omomorfismo iniettivo

ϕF : Z/KerϕF −→ F

ed è banale verificare che è un omomorfismo di anelli.

Poiché KerϕF è un sottogruppo di Z , si ha che KerϕF = nZ con n ∈ N .

Osserviamo che non può essere n = 1 in quanto in F si ha 1F 6= 0F , e che n non può essere
un numero composto, perché se fosse n = ab con a, b < n avremmo che ab = 0 con a 6= 0 e
b 6= 0 , da cui ϕ̃F (a)ϕ̃F (b) = 0 e questo è assurdo poiché F è un campo.

Ne segue che

KerϕF =

0
↗
↘

pZ con p primo

Se KerϕF = 0 ⇒ Z ⊂ F e poiché F è un campo Q ⊂ F , in particolare il campo contiene
infiniti elementi.

Se KerϕF = pZ ⇒ Z/pZ ⊂ F .

Definizione 0.1.

Si dice che il campo F ha caratteristica 0 (in simboli charF = 0 ) se KerϕF = 0 . Si dice
che la caratteristica di F è un primo p se KerϕF = pZ .

Campi finiti

Definizione 0.2.

Un campo si dice finito se ha cardinalità finita.

Proposizione 0.3.

Sia F un campo finito. Allora charF = p e |F | = pn .
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Dimostrazione.

Abbiamo visto che charF = 0 oppure charF = p e che campi di caratteristica 0 devono
contenere Q e quindi sono infiniti.

Sia quindi p = charF, allora Z/pZ ⊂ F . Sia n = [F : Z/pZ] (essendo F finito deve in
particolare avere dimensione finita su Z/pZ ) e sia {v1, . . . , vn} una Z/pZ− base.

Allora ogni elemento di F si scrive in modo unico come a1v1 + · · · + anvn con ai ∈ Z/pZ .
Poiché ogni ai può assumere esattamente p valori, F ha pn elementi. N

Osservazione 0.4.

La proposizione precedente mostra che non esistono campi finiti di cardinalità qualsiasi ma solo
di ordine potenze di un primo. Ad esempio non esistono campi con 6 elementi

Teorema 0.5.

∀p primo e ∀n ∈ N esiste un campo finito con pn elementi.

Dimostrazione.

Se un tale campo esiste deve avere caratteristica p e quindi deve contenere il campo Fp := Z/pZ .

Inoltre F ⊃ Fp deve essere un’estensione finita e quindi algebrica.

Occorre quindi cercare F tra le estensioni di Fp tali che Fp ⊂ F ⊂ Fp .

Osservo che se |F | = pn allora |F ∗| = pn− 1 e poiché F ∗ è un gruppo moltiplicativo ∀α ∈ F ∗
si ha αp

n−1 = 1 . Ne segue che occorre cercare gli elementi di F tra le radici del polinomio

xp
n − x = x(xp

n−1 − 1)

in una fissata chiusura algebrica Fp di Fp .

Sia F := {α ∈ Fp | αp
n

= α}.
Allora #F = #{ radici distinte di f(x) = xp

n − x in Fp}.
Per il criterio della derivata, poiché f ′(x) = −1 e quindi (f, f ′) = 1 , si ha che f(x) ha tutte
radici distinte in Fp , e quindi ha esattamente pn radici, cioè |F | = pn . Vediamo che l’insieme
F che abbiamo costruito è un campo.

Siano α, β ∈ F (cioè αp
n

= α , βp
n

= β ), α 6= 0 ,

allora α + β, αβ,−α, α−1 ∈ F : infatti

(α + β)p
n

= αp
n

+ βp
n

= α + β (poiché charF = p )

(αβ)p
n

= αp
n
βp

n
= αβ

(−α)p
n

= (−1)p
n
αp

n
= −α

(α−1)p
n

= α−p
n

= (αp
n
)−1 = α−1 N
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Osservazione 0.6.

Il campo che abbiamo costruito è il campo di spezzamento su Fp di xp
n − x .

Corollario 0.7.

Siano p un primo, n ∈ N . Sia Fp una fissata chiusura algebrica di Fp . Esiste un unico
sottocampo F di Fp con pn elementi e

F = {α ∈ Fp | αp
n

= α}

Dimostrazione.

Il teorema precedente assicura l’esistenza. Inoltre dalla dimostrazione si ha che un qualsiasi
campo con pn elementi contenuto in Fp deve essere contenuto in F . Poiché F ha esattamente
pn elementi, segue la tesi. N

Definizione 0.8.

Fissata una chiusura algebrica Fp di Fp chiamiamo Fpn il suo unico sottocampo con pn

elementi, cioè
Fpn := {α ∈ Fp | αp

n

= α}.

Osservazione 0.9.

• Fpn 6= Z/pnZ perché quest’ultimo non è un campo.

• Fpn ∼= (Z/pZ)n come spazio vettoriale su Z/pZ ma NON come anelli se n ≥ 2 .

Teorema 0.10.

Ogni sottogruppo moltiplicativo finito di un campo è ciclico.

Dimostrazione.

Sia K un campo e sia G < K∗ , |G| = n . Devo mostrare che G è ciclico. Sia d ∈ N . Il
polinomio fd(x) = xd− 1 ha al più d radici in K e quindi, ∀d | n , ha al più d radici in G ,
cioè il gruppo G contiene al più d elementi di ordine che divide d .

Sia Gd = {α ∈ G | αd = 1} , si ha |Gd| ≤ d .

Se H < G e |H| = d ⇒ H ⊂ Gd , e per motivi di cardinalità H = Gd . Ne segue che G
ha al più un sottogruppo di ordine d ∀d | n .
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Sia kd = # elementi di ordine d di G , allora kd =

Φ(d)
↗
↘

0

D’altra parte n = |G| =
∑

d | n kd ≤
∑

d | n Φ(d) = n. Necessariamente kd = Φ(d) ∀d | n
e in particolare kn = Φ(n) , quindi G è ciclico. N

Corollario 0.11.

F un campo finito, allora F ∗ è ciclico.

(In particolare F∗p = Z/pZ∗ è ciclico.)

Corollario 0.12.

Sia F∗pn =< α > ⇒ Fpn = Fp[α] .

Proposizione 0.13.

Fpm ⊂ Fpn ⇐⇒ m | n

Dimostrazione.

“⇒ ” Sia [Fpn : Fpm ] = d . Poiché Fp ⊂ Fpm ⊂ Fpn si ha n = [Fpn : Fp] = [Fpn : Fpm ] · [Fpm :
Fp] = dm , cioè m | n .

“⇐ ” Sia n = md e sia α ∈ F∗pm (cioè αp
m−1 = 1 ). Devo mostrare che α ∈ F∗pn , cioè

αp
n−1 = 1 .

Osservo che pm − 1 | pmd − 1 , infatti

pm ≡ 1 (pm − 1) ⇒
pmd ≡ 1d ≡ 1 (pm − 1) ⇒ pm − 1 | pmd − 1 = pn − 1

Quindi pn − 1 = λ(pm − 1) da cui αp
m−1 = 1 ⇒ αp

n−1 = αλ(p
m−1) = 1λ = 1 N

Campi di spezzamento su Fp

Sia f(x) ∈ Fp[x] un polinomio irriducibile. Sia n = deg f e siano {α1, . . . , αn} le sue radici in
una fissata chiusura algebrica Fp di Fp .

(Si può dimostrare, usando il criterio della derivata, che un polinomio irriducibile su Fp ha
tutte le radici distinte, quindi le radici distinte sono tante quanto il grado, cioè n ).
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∀i = 1, . . . , n si ha Fp[αi] ∼= Fp[x]/(f(x)) cioè Fp[αi] è l’unica sottoestensione di Fp di
grado n su Fp , quindi Fp[αi] = Fpn , ∀i = 1, . . . , n .

In particolare α1, . . . αn ∈ Fpn = FP [α1] quindi Fpn è il campo di spezzamento su Fp di un
qualsiasi polinomio irriducibile di grado n .

Teorema 0.14.

Sia f ∈ Fp[x] e sia f(x) = f e11 (x) · · · f err (x) la sua fattorizzazione; poniamo deg fi = di ,
∀i = 1, . . . , n .

Il campo di spezzamento di f su Fp è Fpd dove d = [d1, . . . , dr] .

Dimostrazione.

Sia Fpd il campo di spezzamento di f su Fp .

Per definizione Fpd è l’estensione di Fp generata da tutte le radici di f , o equivalentemente,
da tutte le radici di f1(x), . . . , fr(x) .

Per quanto visto il campo di spezzamento di fi su Fp è Fpdi . Ne segue che ∀i Fpdi ⊂ Fpd
cioè di | d ∀i e poiché Fpd è generato dalle radici di f1(x), . . . , fr(x) , d è il minimo intero
tale che di | d ⇒ d = [d1, . . . , dr] . N

Campo di spezzamento su Fp di xn − 1 .

Sia f(x) = xn − 1 ∈ Fp[x] , n = pam (m, p) = 1 .

Allora, poiché il campo Fp ha caratteristica p , vale

fn(x) = (xm − 1)p
a

= fm(x)p
a

,

quindi, posto Gn = {a ∈ Fp | αn = 1} , si ha che Gn = Gm e quindi il campo di spezzamento
di fn(x) coincide con quello di fm(x) . Sia Fpd questo campo di spezzamento.

Lemma 0.15.

Gn = Gm è un gruppo ciclico di ordine m .

Dimostrazione.

Gm < F∗
pd

e quindi è ciclico, in quanto sottogruppo moltiplicativo finito di un campo. Inoltre

|Gm| = # radici distinte di fm(x) in Fp .

Poiché f ′(x) = mxm−1 6= 0 , si ha (fm, f
′
m) = 1 e quindi per il criterio della derivata segue

che fm ha m radici distinte. N
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Lemma 0.16.

Gn = Gm ⊂ Fpk ⇐⇒ m | pk − 1

Dimostrazione.

“⇒ ” Gm < F∗
pk
⇒ m = |Gm| | |F∗pk | = pk − 1 .

“⇐ ” Sia pk− 1 = ml allora αm = 1 implica che αp
k−1 = αml = 1l = 1 e quindi ∀α ∈ Gm

si ha α ∈ F∗
pk

. N

Teorema 0.17.

Sia n = pam , (m, p) = 1 . Il campo di spezzamento di fm(x) = xm − 1 su Fp è Fpd con
d = ordZ/mZ∗ p .

Dimostrazione.

Il campo di spezzamento di fm su Fp è Fpd con d tale che contenga le radici di fn , cioè
tale che Gn = Gm ⊂ Fpd .

Per il Lemma 0.16 si ha Gm ⊂ Fpk ⇐⇒ m | pk− 1 e quindi cerchiamo il minimo k tale che
pk ≡ 1 (m) che non è altro che l’ordine moltiplicativo di p modulo m . N

Esempio 0.18.

Campo di spezzamento di f7(x) = x7 − 1 su F3 e su F11 .

F3 : 3k ≡ 1 (7) ha come soluzione minima k = 6 ( 2 e 3 non funzionano). Ne segue
che in F3 il polinomio x7 − 1 si fattorizza come (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1), cioè
il fattore di grado 6 è necessariamente irriducibile.

F11 : 11k ≡ 1 (7) si calcola che l’ordine è k = 3 , quindi il campo di spezzamento è F113 .

Ne segue che la fattorizzazione di x7 − 1 contiene almeno un polinomio irriducibile di grado
3 e che gli altri fattori irriducibili hanno grado che divide 3 , quindi 1 o 3 . In particolare
x7−1 = (x−1)h(x)g(x) con h(x) e g(x) irriducibili di grado 3 perché l’unica radice di x7−1
in F11 è 1 (non ci sono elementi di ordine 7 in F∗11 ).
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